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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
La enseñanza y el aprendizaje de la matemática han ido ocupando unas horas del 
tiempo de mi vida. Como docente sé que las matemáticas son un reto para estudiantes y 
para pedagógicos. Los procesos educativos con sus resultados dejan en evidencia la 
necesidad de realizar transformaciones sobre las estructuras, los objetivos y los métodos 
que se utilizan en las aulas  de clase,  que pretenden lograr  una formación integral.  
 
Por esta razón  a continuación propongo un Libro – Taller como herramienta directa del 
proceso de enseñanza aprendizaje de los estudiantes del grado 11 en el concepto de 
derivada, pensado para  propiciar  la reproducción y construcción del conocimiento, esta 
propuesta interrelaciona, estructura y se proyecta como mediador directo, ordenado y 
continuo en el aprendizaje del concepto de derivada.  Busca  dinamizar e incrementar el 
desarrollo de las habilidades en los estudiantes  respaldando la exploración, interacción 
y construcción de conocimientos.  
 
Palabras claves: Historia, derivada, recta, tangente, continuidad, reglas de derivación, 
















The teaching and learning of mathematics have been occupying a few hours of the time 
of my life. As a teacher, I know that math is challenging for students and even teachers. 
Educational processes with their results evidence the need for transforming and 
improving on structures, objectives and methods used in the classroom, which aim to 
achieve a comprehensive training. 
 
For this reason then I propose a book - Workshop as a direct tool of the process of 
learning of students in grade 11 in the concept of derivative, designed to encourage 
reproduction and construction of knowledge, this proposal interrelated structure and is 
projected as a direct mediator, orderly and continuous learning of the concept of 
derivative. Seeks to stimulate and enhance the development of student skills in 
supporting exploration, interaction and knowledge construction. 
 
Keywords: History, derivative, straight, tangent continuity, rules of differentiation, 
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La enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas son cada día un reto para estudiantes 
y docentes los procesos educativos con sus resultados obtenidos dejan en evidencia la 
necesidad de realizar transformaciones sobre las estructuras, los objetivos y los métodos 
que se utilizan en las aulas  de clase,  que pretenden lograr  la formación integral que 
promulga La Ley general de Educación y los Lineamientos Curriculares del Área de 
Matemáticas. 
 
Esta propuesta comienza a surgir por los resultados obtenidos dentro del aula de clase y 
los resultados alcanzados por los estudiantes en   las evaluaciones y pruebas 
reglamentarias de  nuestro país. Las cuales  muestran el bajo nivel en el saber 
matemático de los estudiantes al salir del grado 11 y en sus primeros niveles 
universitarios. 
 
El docente como responsable directo del proceso debe indagar sobre las herramientas y 
estrategias didácticas que propicien la reproducción y construcción del conocimiento, que 
grandes matemáticos nos dejaron como legado realizando  aportes en su debido 
momento al crecimiento de las ciencias. 
 
Se sabe que la  matemática abarca los pensamientos: numérico, espacial, métrico, 
aleatorio y variacional así; como los sistemas, los cuales deben ser trabajados en un 
proceso permanente por  cada grado que el estudiante vaya cursando, para que el 
estudiante alcance las habilidades del pensamiento  y llegue el momento que sus bases 
sean tan sólidas que aprenda a aprehender en cada situación que se le presente. 
2 Justificación 
 
Independientemente de cómo haya sido el proceso de los estudiantes, cuando estos se 
encuentra en el grado once, se enfrenta a retos como el de sacar buenos promedios en 
las pruebas ICFES  e ingresar a la educación superior. 
 
En miras de alcanzar habilidades del pensamiento en los estudiantes del grado once se 
proponen “una herramienta  para la  enseñanza del concepto de derivada en el grado 
once”. Donde se plantea una alternativa para potenciar las habilidades de percepción, de 
atención, de clasificación, interpretación y análisis. Procesos que se reflejan en los 
momentos de resolución de problemas y desarrollos de aprendizajes. 
 
En esta propuesta didáctica se pretende la integración de teorías como: el aprendizaje 
significativo crítico, de Marco Antonio Moreira, donde deja clara la dosificación del trabajo 
en el aula tanto del docente como del estudiante, donde el autor propone que el 
estudiante es el eje central del proceso y no el docente.  
 
En busca de ese protagonismo por parte del estudiante se propone un libro- taller que 
integre las necesidades teóricas y prácticas que requiere un estudiante del grado once, 
un  texto pensado desde las carencias que se evidencian en el aula. 
Teniendo presente en su elaboración del libro-taller asociaciones y combinaciones  de 
saberes y teorías que producen nuevos enfoques en el ámbito pedagógico coherentes 
con las dinámicas del contexto.  
 
Esta propuesta deja abierta la elaboración de otros conceptos en el mismo grado, incluso 
para  otros niveles educativos, se realiza en primera instancia en el  grado 11,  por la 
práctica docente en el área de Física y Matemática, además por ser la derivada un 
concepto  importante en el ámbito de  este mundo  dinámico y variante. 
 
 
¿DE DONDE SURGE LA PROPUESTA?  
 
El razonamiento es uno de los componentes básicos para la interacción social, por estar 
asociado con la organización y toma de decisiones lógicas, la matemática  es una   
ciencia que posibilita la solución de problemas que se presentan en la cotidianidad. En 
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este sentido, el razonamiento matemático fortalece, prepara y activa los procesos del 
pensamiento relacionados con la solución de estos problemas.  
 
Según los informes de “cómo va Medellín” en el área de matemáticas desde el año 2009 
hasta el 2012,  se observa  que los resultados alcanzados por las pruebas: PISA, ICFES, 
Olimpiadas del Conocimiento y Pruebas Saber no han sido satisfactorios y  los 
promedios propuestos por el Ministerio de Educación Nacional (MEN) han sido mínimos. 
Además, en las pruebas de admisión para ingresar a la educación superior se observa 
que en el área de matemáticas los promedios con respecto a años anteriores han bajado 
considerablemente y si hay una mejora no es constante ni representativa. También se 
observa un grado de preocupación de las universidades debido a la deserción y a la 
pérdida en los primeros semestres en carreras que involucran las matemáticas. 
 
En esta dirección, se observó qué los estudiantes de los grados 11 tienen dificultades 
para: comunicar, justificar, encontrar patrones, realizar procedimientos y ordenar ideas 
relacionadas con conceptos matemáticos; las cuales afectan el proceso del 
razonamiento, en la mayoría de actividades propuestas en el currículo.   
 
Desde los estándares propuestos por el Ministerio de Educación Nacional; se plantea  
como conocimientos básicos el pensamiento variacional, los sistemas algebraicos y 
analíticos, donde el estudiante se ubique en el dominio de un campo conceptual, que 
involucra conceptos y procedimientos interestructurados y vinculados que permitan 
analizar, organizar y modelar matemáticamente situaciones y problemas tanto de la 
actividad práctica del hombre, como de las ciencias y las propiamente matemáticas 
donde la variación se encuentre como sustrato de ellas.  
 
Tal como lo señala Demana (1990) la exposición repetida de construcciones de fórmulas, 
como expresiones que explicitan un patrón de variación, ayuda a los estudiantes a 
comprender la sintaxis de las expresiones algebraicas que aparecerán después del 
estudio del  álgebra. Se utiliza particularmente las gráficas en el plano cartesiano ya que 
tienen como fin abordar los aspectos de la dependencia entre variables, mostrando la 




Por lo tanto, se considera apropiado realizar un Libro – Taller que dé cuenta de las 
estructuras y dinámicas del razonamiento y su función, no sólo en las aulas en las que se 
enseñan las matemáticas, sino en los demás procesos de la vida diaria relacionados con 
él. En busca de estrategias que ayuden  a los procesos de enseñanza y aprendizaje se 
diseña esta  propuesta didáctica que  interrelaciona, estructura   y se proyecta como 
mediador directo, ordenado y continuo en el aprendizaje del concepto de derivada.   
 
En síntesis, se considera que dinamizar e incrementar el desarrollo de las habilidades en 
los estudiantes, les amplía sus competencias sociales ligadas al pensamiento, lo cual 
puede influenciarse creando ambientes mediados por un Libro - Taller para la enseñanza 
del concepto de derivada, propiciando la exploración, interacción y construcción de 
conocimientos.  
 
Estándares  para el grado 11°, con respecto al concepto de derivada según el Ministerio 
de Educación Nacional (MEN): 
A continuación se enumeran los estándares establecidos por el ministerio de educación 
nacional que direcciona la enseñanza del concepto de derivada para estudiantes del 
grado once:  
 
PENSAMIENTO ESPACIAL Y SISTEMAS GEOMÉTRICOS  
• Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos 
matemáticos y en otras ciencias. 
• Describo y modelo fenómenos periódicos del mundo real usando relaciones y funciones 
trigonométricas. 
• Reconozco y describo curvas y o lugares geométricos. 
 
PENSAMIENTO MÉTRICO Y SISTEMAS DE MEDIDAS 
• Resuelvo y formulo problemas que involucren magnitudes cuyos valores medios se 
suelen definir indirectamente como razones entre valores de otras magnitudes, como la 
velocidad media, la aceleración media y la densidad media. 
• Justifico resultados obtenidos mediante procesos de aproximación sucesiva, rangos de 
variación y límites en situaciones de medición. 
 
PENSAMIENTO VARIACIONAL Y  SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALÍTICOS 
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• Interpreto la noción de derivada como razón de cambio y como valor de la pendiente de 
la tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar las derivadas de algunas 
funciones básicas en contextos matemáticos y no matemáticos. 
• Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las gráficas de 
funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas. 
• Modelo situaciones de variación periódica con funciones trigonométricas e interpreto y 
utilizo sus derivadas. 
 
Distribución de las temáticas: 
 
El libro taller está conformado por  seis  temáticas que atraviesan el concepto de 
derivada, cada una de ellas  diseñadas con ilustraciones geométricas realizadas con el 
software  Geogebra, herramienta informática gratuita, que tiene como objetivo dinamizar 
la enseñanza y el aprendizaje de la matemática, la geometría y el cálculo, se hace uso de 
esta herramienta ya  que facilitan la relación de los conceptos con su representación 
algebraica, cada tema tiene su desarrollo y  explicación,  ejemplos gráficos y algebraicos 
desarrollados paso a paso, además al finalizar de cada tópico se propone una actividad 
diseñada para que el estudiante practique y afiance el concepto que se esté trabajando. 
Se cuenta  en la última temática del libro- taller  con ejemplos representativos  de 
situaciones de la vida cotidiana, donde se trae a colación una situación que pudo  ser 
vivida por el estudiante o puede ser vivida y donde se pretende que después de hacer 
una apropiación de conceptos, el estudiante tenga herramientas que le permitan resolver 















1. Capítulo 1 
Un poco de historia  ¿Leibniz o Newton? 
 
Figura 1: Leibniz y Newton 
El entorno muestra  su fluidez  en nuestro modelo de vida, cada uno de sus 
acontecimientos o  fenómenos al pasar el tiempo son cambiantes, cada momento 
o instante es diferente al anterior, desde la antigüedad  el hombre reconoció el 
dinamismo de su entorno. Heráclito en el siglo V  lo expresa muy bien cuando 
deja claro que “todo fluye, nada permanece”. 
Pensemos en  algunos ejemplos como; la acción de caminar, para ir de un lugar a 
otro, se encuentra cambiando la distancia que estamos recorriendo y el tiempo 
que transcurre mientras realizamos dicho recorrido; el tamaño de la población, la 
prolongación de una epidemia. Si analizamos cada uno de los acontecimientos de 
la vida encontramos  que ellos cambian en el espacio y  en tiempo. 
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El Cálculo nos permite establecer relaciones de cambio, de acuerdo a cada una 
de las variables que se estén analizando, en ocasiones por efectos de practicidad 
se  descartan factores que intervienen en los fenómenos pero que no son tan 
significativos a la hora de caracterizar y describir un evento. 
La mayoría de los fenómenos cambian en el tiempo, es por eso que muchas de 
las aplicaciones del cálculo consideran el tiempo, pero se maneja todo tipo de 
variables. Los problemas del cálculo se remontan a la Grecia Clásica con 
Heráclito  y Aristóteles quienes trabajaron el cambio pero en términos filosóficos y 
no matemáticos. 
Pensar en los genios de Newton y Leibniz es asociar hoy día la globalización y la 
tecnología, con ellos comenzó la verdadera era moderna cada uno por separado 
descubrió lo que hoy conocemos como Cálculo; aporte  que ha sido 
perfeccionado a lo largo del tiempo, que además cada ciencia ha  tomado a su 
conveniencia para aplicar sus conceptos en pro del desarrollo de los devenires de 
la vida y la tecnología, ciencias como  la economía, la demografía, la medicina, la 
estadística y la física cuántica entre otras, realizan sus aplicaciones gracias al 
cálculo. 
Newton descubrió el cálculo buscando respuestas sobre  el movimiento del 
sistema solar, él observada el cielo y  se preguntó: ¿cómo describir el cambio que  
observó en la bóveda celeste? Desde su juventud le inquietaba el movimiento 
planetario y cada uno de los instrumentos que servían para observa los 
movimientos de los cuerpos celestes, debido a esto a sus 30 años diseño un 
telescopio reflector, que le proporciono reconocimiento ante la Royal Society (la 
más antigua sociedad científica del Reino Unido y una de las más antiguas de 
Europa).  
Trabajando el concepto de fuerza centrípeta (a la fuerza, o al componente de la 
fuerza que actúa sobre un objeto en movimiento sobre una trayectoria curvilínea, 
y que está dirigida hacia el centro de curvatura de la trayectoria). Newton 
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estableció la Teoría de la Gravitación Universal y sus tres Leyes conocidas son su 
nombre. 
Lo que lo llevo a determinar que los planetas se movían formando una elipse 
alrededor del Sol. Si bien Johannes Kepler había postulado su teoría del 
movimiento planetario a partir de datos experimentales, Newton dedujo la teoría 
matemática para el cambio  que veía en el universo, además su notación es 
apropiada cuando se habla de movimiento, se conoce que Newton no confería a 
la matemática la jerarquía  de una finalidad en sí, la consideraba como un 
instrumento para resolver problemas de mecánica y de física. 
A lo largo de la historia se conoce la polémica entre la invención de tan 
maravillosa herramienta, pero  muchos autores reconocen que fue Newton el 
primero en descubrirla, pero Leibniz fue el primero en publicarla, sus relaciones 
republicanas y de nobleza le ocupaban gran parte de su tiempo, pero ocupaba 
otra parte de su tiempo a resolver todo tipo de problemas  matemáticos que le 
atraían  a los matemáticos  de su tiempo, inicio la lógica matemática, la topología, 
se dedicó a la combinatoria, al algebra y al cálculo mecánico. Es claro que para 
Leibniz la matemática era un poderoso aparato de pensar, por eso era su interés 
en encontrar algoritmos para calcular.  
Trabajaba en una maquina calculadora que perfeccionaba el modelo de Pascal, 
además de trabajar en el estudio de las series infinitas. Pero en todas sus 
preocupaciones  investigativas se encontraba el problema de determinar  para 
cualquier punto de una curva la pendiente de la tangente, lo que equivalía con 
hallar la variación de la dirección de la curva comparando las coordenadas de un 
punto de la misma con aquella de los puntos de su vecindad, que se extendía  
aritméticamente a diferencias infinitesimales, el cual resolvió con un escrito 
realizado por Pascal donde se veía, una tangente que tocaba en un punto p.  
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Figura 2: Replica de la gráfica encontrada por Leibniz, realizada por Pascal. 
En la gráfica se evidencia la hipotenusa de un triángulo  rectángulo que tiene sus 
catetos  paralelos a los ejes coordenados, además de un segundo triángulo que 
es semejante al primero, cuya hipotenusa es la normal, en p, a la tangente, 
siendo los catetos la subnormal y la ordenada de p. Este diagrama dio luz a 
Leibniz. 
Inmediatamente se imaginó la longitud AB disminuyendo indefinidamente, de 
manera que el pequeño triángulo tendía a cero y se seguía conservando la 
semejanza entre ambos triángulos por más pequeño que se hiciera el triángulo. 
En el triángulo estaba el recurso que necesitaba Leibniz ya que le permitía 
comparar coordenadas de puntos infinitamente vecinos de la curva. El reconoce 
que las pequeñas diferencias de las ordenadas y abscisas determinaba la 
pendiente de la tangente, dio visión a, reconocer la derivada como la razón de los 




                                                        y es aquí donde surge 
en Leibniz la creación del cálculo infinitesimal. 
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Además para complementar, el triángulo permite reconocer  que la rectificación 
de la curva es el problema inverso de encontrar la tangente. Pues la hipotenusa 
del triángulo es    √        encontrando que la tangente y la curva se 
confunden en un segmento infinitesimal, si se suman cada uno de esos trozos 
infinitesimales se puede encontrar la longitud de la curva que estaría determinada 
por   
  ∫√         De esta manera aparece el concepto de integral otro cimiento o 
pilar del cálculo infinitesimal. 
En esta época Leibniz no se percataba del concepto de límite, el habla de que 
existían cantidades infinitamente pequeñas, que las derivadas eran cocientes y 
las integrales eran la suma de estas cantidades tan  “infinitamente pequeñas”, 
esas cantidades pequeñas de Leibniz remplazan a los “números evanescentes” 
de Newton. De esta forma surge la rama de la matemática conocida como el 
análisis en manos de  estos dos grandes genios del desarrollo conceptual 
matemático. 
Es bueno resaltar que nuestra simbología actual es legado de Leibniz quien utilizó 
          en su obra: Nova methodus pro Maximis et minimis (1684) donde se 
encuentran las reglas fundamentales del cálculo diferencial. Posteriormente 1686 
escribe un ensayo sobre el cálculo integral al que llamo Calculus summatorius, 
donde utiliza el símbolo ∫          , donde nuevamente se evidencia lo 
adecuado y pertinente de su simbología es por esto que muchos matemáticos 
posteriores tomaran los caminos de Leibniz, como fuera el caso de los Bernoulli, 
quienes trabajaron en el estudio de varias curvas y demostraron que no era 
suficiente el cálculo diferencial para su solución, en busca de soluciones para sus 
planteamientos dan origen al cálculo de variaciones. Además de ser Jacob 
Bernoulli el maestro de otro genio de sus tiempos como lo fuera Leonard Euler. 
Para concluir el cálculo es una herramienta que le permite al hombre prever el 
resultado de una acción previamente concebida o conocer las consecuencias que  
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se pueden derivar de unos datos con anterioridad  conocidos.  La idea esencial 
del cálculo es que cualquier incógnita, mediante la cual calculemos el cambio, 
dependerá del valor de estas variables. 
1.1 Actividad # 1: 
Después de leer detenidamente la lectura: Un poco de historia  ¿Leibniz o 
Newton? Responde: 
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7. ¿Qué legado le han dejado a la matemática Newton y Leibniz? ¿Qué cambios 













2. Capítulo 2 
Si la derivada se aplica en aquellos casos donde es necesario medir la rapidez 
con que se produce el cambio de una magnitud o situación. ¿Fue posible que el 
hombre utilizara el concepto de derivada para poder viajar al espacio? 
 
Figura 3: imagen de un cohete que viaja al espacio.  
 
Definición e interpretación de la derivada: 
 
La derivada como  idea central del cálculo diferencial, se considera  una de las 
herramientas más poderosas de la matemática, por tal razón el manejo de este 
concepto permitió y permite al hombre resolver interrogantes de su entorno, para 
alcanzar su manejo comencemos a recordar  los conceptos básicos para 
manipular adecuadamente la derivación. 
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Definiciones necesarias para la interpretación del concepto de derivada: 
2.1 Recta: 
Es una línea que se extiende indefinidamente en sentidos contrarios, se 
acostumbra denotarlas con letras minúsculas de o     ⃡      
 
2.2 Recta secante: 
Es una línea que localmente interseca en dos puntos a una curva. 
 
2.3 Pendiente de una recta: 
Se define como la diferencia del cambio en   dividido por  el cambio de la 
diferencia en el eje  . Para dos puntos diferentes en la recta. Se denota: 
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La pendiente determina el grado de inclinación de la recta con el eje   o con la 
horizontal. 






  determina su 
pendiente y su ángulo de inclinación. 
 
Para determinar la pendiente escogemos un par de puntos que pertenezcan a la 
recta  , en este caso tomemos los puntos                
  
     
     
  
   











                  
                  
 
Para determinar el ángulo de inclinación utilizamos la relación tangente que está 
dada por: 
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       (
    
    
) 
En este caso particular se tiene que:  
       (
 
 
)         
Recodemos que en un triángulo rectángulo se tienen las siguientes relaciones: 
 
2.4 Recta tangente a una circunferencia: 
 
Corresponde a la recta perpendicular a uno de los radios de la circunferencia y 
solo toca a la circunferencia en un punto. 
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2.5 Recta tangente a una curva: 
 
Muchos problemas del cálculo como la tasa de variación, el crecimiento 
poblacional, el ritmo de producción, como fluye el agua por un tubo, la velocidad 
de un automóvil, la aceleración, entre otros. Dependen de la determinación de la 
recta tangente a la gráfica de una función en un punto específico de su gráfica. 
Una recta tangente a una curva en un punto, es una recta que pasa por el punto y 
su pendiente es igual a la  recta tangente en la posición límite de la secante      ⃡       
 
Dada una curva      se trata de hallar m y b, de tal forma que la recta de la 
ecuación        sea la recta tangente a la función en un punto. Esto ocurre 
cuando            se tiene que            es decir, L y T deben 
coincidir, para esto dada la recta    ⃡      secante a      disminuimos la distancia 
entre los puntos N y S cuantas veces sea necesario hasta encontrar un punto P 
donde coinciden N, S. 
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Luego la pendiente de la recta         a la que pertenece el punto P es: 
    
           
     
                         
                                                                     
                                                   
    
           
  
                         
       
    
              
  
      
Se concluye que la recta tangente a la gráfica de una función en un punto se 
denomina pendiente de la gráfica en el punto. 
Ejemplo 1: 
Se tiene la función      (
 
 
   )
 
   consideremos la recta secante     ⃡        a la 
gráfica, se deja el punto B fijo y el punto    se mueve a lo largo de la curva, hasta 
aproximarse a B, es decir, que la distancia de    a B tienda a cero. Por lo tanto la 
recta secante     ⃡        a llegado a su límite en distancia para los puntos     y B como 
se vio anteriormente, ahora la recta ya es tangente a la curva en el punto  
      ⃡         




Se tiene la función      (
 
 
   )
 
   consideremos la recta secante     ⃡        a la 
gráfica, ahora consideremos         moviéndose ambos a lo largo de la curva 
hasta que la distancia entre          tienda a cero y ambos puntos se confundan 
convirtiéndose en un solo punto P.  
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Ejemplo 3: 
Encuentre la ecuación de la recta tangente a la parábola        en el punto  
p (1, 4) y dibuja la recta tangente. 
Se tiene:  
       
    
              
  
      
Punto es P (1,4)   
 
Función:  
       
 
        
    
            
  
      
La función evaluada en el punto         se tiene            
        
    
[         ]      
  
    
        
    
[            ]   
  
    
        
    
       
  
    
        
    
         
  
    
        
    
         
Por lo tanto la recta tangente en P (1,4) tiene pendiente 2. 
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Recordar: con la ecuación punto pendiente podemos hallar la ecuación de la recta 
tangente. 
             
           
         
                                                        
                          
La gráfica  de la función y la recta tangente es: 
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Ejemplo 4: 
Calcula la pendiente de la recta tangente a la curva        en el punto  
P (2, -2) 
Se tiene: 
       
    
              
  
      
Punto es P (2,-2)   
Función  
       
 
        
    
            
  
      
La función evaluada en el punto         se tiene            
        
    
[         ]      
  
    
        
    
[                          ]   
  
    
        
    
[                   ]   
  
    
        
    
               
  
   
        
    
               
  
    
        
    
              
Por lo tanto la recta tangente en          tiene pendiente     
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Recordar: con la ecuación punto pendiente podemos hallar la ecuación de la recta 
tangente. 
             
               
           
                                                          
                                          En el punto P (2, -2) 
 
Al graficar se evidencia que el punto         no pertenece a la curva 
         Por lo tanto la recta              no es una recta tangente a la 
curva. 
Se puede concluir: 
26 Grado 11° Libro - taller 
 
Se tienen        
  
  
        
              
  
 si existe recibe el nombre de la 
derivada de la función en    y corresponde a la pendiente de la recta tangente a 
la gráfica en el punto         y se denota                    
  
  
 , que se lee derivada 
de    con respecto a    También razón de cambio de   con respecto a   o 
variación de la función respecto a    
 
2.6 Actividad # 2: 
 
1. Grafica la función              Calcula la pendiente de la recta tangente y 
gráfica la función y la recta tangente en el punto         
x       
y       
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2. Dada la función        determina la ecuación de la recta tangente en los 
puntos. 
a. A        
b. B       
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 ¿Qué relación encuentras entre las rectas halladas tangentes para los puntos 







 ¿Qué diferencia o características encuentras en la recta tangente hallada para 

























3. Capítulo 3 
Derivabilidad  y continuidad  
Don Carlos va por una carretera a 80km/h y no ve un desnivel que hay en ella. 
¿Qué le puede suceder a Don Carlos? 
 
Figura 4: Imagen de una camioneta que cae a un hueco. 
 
Ya vimos que la derivada de   en    esta dada por: 
   
    
  
  
    
    
              
  
 





En la figura se denota que si         entonces      cuando       Así 
que si sustituimos       por   se puede escribir: 
           
    




    
    
          
    
 
Para que estos límites existan deben ser iguales sus límites laterales. 
    
     
 
           
    
 
   
     
 
           
    
 
Si estos límites laterales no son iguales en    la derivada no existe en     
 
Ejemplo # 1: 
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Se tiene la función         es continua     pero sus límites laterales son 
diferentes. 
Hallamos los límites laterales: 
   
    
         
   
 
   
    
       
   
   
   
    
         
   
 
   
    
       
   
    
 
 
Se concluye que   no es derivable en    , y la grafica de la función no tienen 
recta tangente en el punto       
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3.1 Función tangente vertical: 
Se tiene la función         
 
En la gráfica se evidencia que la función        es continua en    . Hallemos 
el límite de la función el punto     
   
   
         
   
    
   
      
 
 
   
   
    
 
     
   
    
 
 
      
   
   
   
     
   
          
   
 




   
 
Como el límite es infinito se tiene que la recta tangente es vertical en    , por lo 
tanto   no es derivable en      Es  una recta tangente vertical.  
Se puede concluir: 
Una función no es derivable en un punto donde su grafica tiene un pico o una 
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3.2 Derivabilidad implica continuidad: 
 
Si una función es derivable en     , entonces   es continua en     . 
 
Ejemplo # 2: 
Grafica la función    ⟦   ⟧ 
 
En los ejemplos anteriores se evidenció que las funciones no eran derivables en 
los puntos donde las gráficas tenían un pico o una recta tangente vertical. 
Además podemos ahora aclarar que si no hay continuidad en la gráfica, tampoco 
existe la derivada, es por eso que la función   ⟦   ⟧ no es continua en todos 
sus puntos, por lo tanto no es derivable en los puntos donde no es continua. 
También podemos decir si una función es derivable en un punto, entonces la 
función es continua en él punto. 
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3.3 Actividad # 3: 
 
1. Dadas las siguientes graficas traza una recta tangente en el punto       
a.                                                          b 
     
2. Grafica las siguientes funciones, halla la ecuación de la recta tangente a la 
gráfica en el punto que se indica: 
a.                       
 








c.   √                     
 
3.  
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4. Capítulo 4 
Reglas de derivación: 
Para hallar la derivada de una función se hace muy largo y tedioso  utilizar 
siempre la definición de derivada, para agilizar los cálculos existen reglas de 
derivación entre ellas se tienen: 
4.1 Derivada de la función constante: 
 
Observa las  gráficas de las siguientes funciones: 
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Para determinar la derivada utilizamos la definición de derivada: 
a.     
      
    




      
    
   
  
   
b.      
  
      
    




      
    
       
  
   
Conclusión: la derivada de una constante siempre es cero. 
 
4.2 Derivada de la función lineal: 
 
Observa las  gráficas de las siguientes funciones: 
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Para determinar la derivada utilizamos la definición de derivada: 
a.      
      
    
            
  
 
      
    
          
  
 
      
    
         
  
    
    
   
  
   
 
 
b.       
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Conclusión: la derivada de una función lineal es el coeficiente que 
acompaña la variable. 
 
4.3 Derivada de potencias: 
 
Observa las  gráficas de las siguientes funciones: 
                                              
               
 
 
Grado 11° Libros - taller 41 
 
 
Para determinar su derivada 
a.      
      
    
            
  
 
      
    
          
  
 
      
    
                
  
    
    
          
  
 
      
    
         
  
    
    
         
b.      
      
    
            
  
 
      
    
          
  
 
      
    




      
    
                   
  
 
      
    
                  
  
    
    
                    
 
Conclusión: La derivada de una función con exponente positivo n es  
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4.4 Derivada de un producto de una función por una 
constante: 
Observa la gráfica  de la función        
 
Para determinar la derivada de la función        
      
    
            
  
 
      
    
            
  
 
      
    
                   
  
    
    
           
  
 
      
    
          
  
    
    
          
 
Conclusión: si   es una función múltiplicada por una constante, la derivada 
de        
Grado 11° Libros - taller 43 
 
 
      
             
 
4.5 Derivada de la suma y la diferencia de funciones: 
 
La derivada de la suma o de la diferencia de dos o más funciones derivables es 
igual a la suma o diferencia de sus derivadas. 
            
               
Ejemplo: 
Determine la derivada de la función                  
Por la definición anterior determinar la derivada de la función equivale a 
determinar la derivada de cada una de las funciones que conforman la función 
dada. 
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Para determinar la derivada de                 se tiene que la función 
está conformada por cuatro funciones de donde se puede deducir que su 
derivada es: 
                
                                                                   
Por lo tanto la derivada de la función es:        
               
 
4.6 Derivada del producto de funciones: 
Determinar la derivada de la función               
 
Grado 11° Libros - taller 45 
 
 
Sea                                
      
    
                       
  
 
      
    
                               
  
 
      
    
                                   
  
 
      
    
                                       
  
 
      
    
                                 
                    
  
 
      
    
                  
  
 
           
Conclusión: la  derivada de la suma o diferencia de dos funciones             
                       
 
4.7 Derivada del cociente de funciones: 
 
Determina la derivada de la función    
     
  
 
Sea                               
 
      
    
       
       
 
    
    
  
  
      
    
                       
           
  
  
      
    
                               
               
 
46 Grado 11° Libros - taller 
 
 
      
    
                                     
              
 
      
    
                                             
              
 
      
    
                                           
              
 
       
    
                   
              
 
   
        
   
 
Conclusión: la derivada de dos funciones             es: 
   
    
    
 
                   
[    ] 
             
 
4.8 Regla de la cadena: 
 
Es una regla de derivación que se aplica a funciones compuestas, añade 
versatilidad a las reglas vistas anteriormente, debido a que existen funciones que 
determinar su derivada sin utilizar la regla de la cadena se vuelve engorroso, por 
tal razón es uno de los teoremas más importantes del cálculo. 
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Pensemos en un engranaje compuesto por tres ruedas, de manera que la 
segunda y tercera rueda están colocadas sobre un mismo eje. Al girar el primer 
eje, arrastra al segundo y esté a su vez arrastra el tercero. Si  se llama y, u, x  al 
número de revoluciones por minuto de los ejes 1, 2 y 3. 
Determinar:    
  


















Se tiene que: 
La rueda 2 es 3 veces la rueda 1  y la rueda 2 es 2 veces la rueda 3. Por lo tanto: 
  
  
                   
  
  










)            
Es decir, que  la razón de cambio de   con respecto a   es el producto de la 
razón de cambio de   respecto de u por la de u respecto a    
Por lo tanto se tiene  que la regla de la cadena en forma general es: 
Si         es derivable en    y  
              es derivable de   entonces 










También se puede expresar:  
 
  
 [       ]    (    )      
 
Ejemplo 1: 
Determina la derivada de                 
Utilizando la regla del producto: 
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Utilizando la regla de la cadena: 
Se tiene que   es una función compuesta      dónde: 
                  
                      
            (    )      
               
              
           
Se evidencia la igualdad al utilizar la regla del producto y la regla de la cadena al 
determinar la derivada pedida. 
Ejemplo 2: 
Determina la derivada de      (
 




                  
      
 
   
  
               
      
 
  
      
 
Utilizando la regla de la cadena: 
            (    )      
  (
 





      
) 




   
      
 
Ejemplo 3: 
Determina la derivada de      
 
            
 
La función la podemos escribir:                       
                                      
También podemos expresar la derivada como un cociente: 
       
           
               
 
 
Otras formas de escribir la regla de la cadena: 
Sea                 
              
                 
  (    )        
             
  [    ]             
 
4.9 Derivación implícita: 
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Todas las derivadas que hemos trabajado hasta el momento estaban expresadas 
de forma explícita, es decir, una de las dos variables estaba dada explícitamente 
en términos de la otra o era fácil despejar una de ellas en términos de la otra, sin 
embargo no todas las funciones están expresadas en esta forma o no es fácil 
expresarlas. 
Ejemplo:  
            




 se debe utilizar un procedimiento donde no se tenga que despejar la  , 
este procedimiento recibe el nombre de derivación implícita. 
El paso a seguir es: los términos que son una función de   se derivan común y 






                  
Derivamos con respecto a  : 
            
   
  
  
          
  
  
      
   
  
  
    
  
  
         
  
  




     






    √                 
Derivamos con respecto a    
√               
     
 
              













)       (
  
  
)       (
  
  
)     
  
  
   
 
 





  )       (
  
  







 √   
       (
  
  
)     
  
  






 √   
          )       
 





     
 
 √   
 
 √   
          
 
 
4.10 Actividad # 4: 
 
1. Hallar la derivada de la función dada utilizando las reglas de derivación vistas. 
a.       
 
b.         
 
 
c.           
 
d.             
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f.   





g.               
 
h.   
   




i.   
  
   
 
 
j.                 
 
 
2. Calcular el valor de la derivada de la función en el punto indicado. 
 






                              
 
 
    
 
 
b.                                            
 
 




c.        (   
 
  
 )                          
 
 
3. Hallar la ecuación de la recta tangente a la función, en el punto que se indica y 
Gráfica. 





4. Calcula la derivada implícita de las siguientes funciones: 
a.         
 
 








5. Si el volumen de una esfera  se determina por: 






    
 
a. Calcula la variación del volumen con respecto al radio. 


















5. Capítulo 5 
Técnicas para el trazado de curvas 
La derivada tiene aplicación en el trazado de curvas por la relación que existe 
entre la pendiente de las rectas tangentes a la función, está se puede utilizar para 
determinar los intervalos donde la curva se encuentra por encima de la recta 
tangente o por debajo de ella y con  información pertinente esbozar las gráfica de 
la curva de la función que se necesita. 
Recordar: 
Una función      es creciente si y solo si             siempre        , para 
cualquier par de números del intervalo. 
Una función      es decreciente si y solo si             siempre        , para 
cualquier par de números del intervalo. 
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5.1 Criterio de la primera derivada: 
 
Se tiene una función      continua en un intervalo cerrado [   ] y derivable en el 
intervalo abierto       puede ocurrir una de las siguientes posibilidades: 
 Si         para todo                                             
 Si          para todo                                               
 Si          para todo                                             
 
5.2 Criterio de la segunda derivada: 
 
Igual que la primera derivada, la segunda derivada proporciona información 
acerca del comportamiento de una función y de su gráfica. 
La segunda derivada nos brinda información sobre la concavidad y los puntos de 
inflexión de la gráfica. 
 
5.3 Concavidad hacia arriba: 
 
Una función es cóncava hacia arriba en un punto          si existe       y un 
intervalo abierto que contiene a   tal que para todos los valores de     en el 
intervalo, el punto          de la gráfica está arriba de la recta tangente a la 
gráfica         . 
 






5.4 Concavidad hacia abajo: 
 
Una función es cóncava hacia abajo en el punto          si existen       y un 
intervalo abierto que contiene a   tal que para todos los valores de     en el 
intervalo, el punto          de la gráfica está debajo de la recta tangente a la 
gráfica en          . 








Sea   una función diferenciable en algún intervalo abierto que contenga a 
   Entonces: 
 Si          la gráfica de f es cóncava hacia arriba en  (      )  
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 Si          la gráfica de f es cóncava hacia abajo en  (      )  
Si existe un punto en la gráfica de la función en la que el sentido de la concavidad 
cambia, y la gráfica tiene una recta tangente en ese punto, entonces la gráfica 
cruza su recta tangente en ese punto, ese punto recibe  el nombre de punto de 
inflexión. 
Definición: 
El punto (      )  es un punto de inflexión de la gráfica de la función   si la 
gráfica tiene una recta tangente en ese punto, y si existe un intervalo abierto que 
contiene a   tal que   está en el intervalo, entonces: 
 Si         si     y         si      
 Si         si     y         si      
Teorema: 
Suponga que la función   es diferenciable en algún intervalo abierto que contiene 
a  , y          es un punto de inflexión de la gráfica de    Entonces si        
existe,          
Teorema de extremos relativos: 
Sea   un número critico de una función   en el que         y suponga que    
existe para todos los valores de   en un intervalo abierto que contiene a     
 Si         , entonces    tiene un valor máximo relativo en   . 
 Si          entonces    tiene un valor mínimo  relativo en   . 
Recordar: 
Determinación de asíntotas: 
60 Grado 11° Libros - taller 
 
 
Para saber si una función tiene asíntotas eso depende de  la clase de función. Si 
una función es racional, es decir, de la forma 
    
    
 , escrita de la manera más 
simplificada, su gráfica tendrá: 
I. Asíntotas verticales en los valores de                         
II. Asíntotas horizontales si el grado de      es menor o igual al grado de 
    , en cuyo caso. 
a. La asíntota será la recta     si el grado del numerador es 
estrictamente menor que el grado del denominador. 
b. La asíntota  es la recta   
 
 
 , donde a es el coeficiente de la variable 
de mayor grado del numerador y b el coeficiente de la variable de 
mayor grado del denominador. 
 
5.6 Pasos para el trazado de gráficas: 
 
1. Determinar los cortes de la función con los ejes. 
2. Hallar la primera derivada y los posibles puntos críticos. 
3. Hallar la segunda derivada y los posibles puntos de inflexión. 
4. Hallar las regiones de concavidad. 
5. Determinación de las regiones de crecimiento y decrecimiento de los máximos 
y mínimos. 
6. Hallar las asíntotas si existen. 
7. Trazar la gráfica. 
Ejemplo 1: 
Traza la gráfica de:                    
Para trazar la gráfica de la función                    
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1. Cortes con el eje x: 
 
Utilizamos el teorema del factor. 
                  
                                             
                          
                                 
                           
                                
Encontramos dos puntos de corte con el eje x 
        por lo tanto el punto de corte es       
        por lo tanto el punto de corte es       
 
Corte con el eje y: 
Hacemos       encontramos el corte de la función con el eje   
     
                           por lo tanto el punto de corte con el eje   
está en         
2. Primera derivada: 
                 
               
Determinamos los puntos críticos haciendo la primera derivada igual a cero. 
                 
Factorizamos utilizando la formula general: 
  




Se tiene                        
 




      √             




  √      
 
  
  √ 
 
 










                        
 
 
   
3. Segunda derivada: 
        
                 
               
             
Determinamos los puntos de inflexión haciendo la segunda derivada igual a cero. 








4. Tabla resumen de regiones de concavidad 




                                                                                                               
                                                                                                                   
                                      
                                Punto de inflexión 
5. Tabla resumen  de regiones de crecimiento y decrecimiento: 
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                                                                                                                            ´ 
                        
                                           Punto  Crítico                      Punto crítico 









Traza la gráfica de:                    
Para trazar la gráfica de la función                    
1. Cortes con el eje x: 
Utilizamos el teorema del factor. 
                   
                                          
                          
                                 
No Encontramos  puntos de corte con el eje x 
 
Corte con el eje y: 
Hacemos       encontramos el corte de la función con el eje   
     
                          por lo tanto el punto de corte con el eje   está 
en        
2. Primera derivada: 
                 
                
Determinamos los puntos críticos haciendo la primera derivada igual a cero. 
                  
Factorizamos utilizando factor común y trinomio cuadrado perfecto: 
            
             
              
 
Por lo tanto                                  son los puntos críticos 
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3. Segunda derivada: 
        
                 
                
             
Determinamos los puntos de inflexión haciendo la segunda derivada igual a cero. 
                
Factorizamos: 
        
         
Por lo tanto        es el punto de inflexión 
4. Tabla resumen de regiones de concavidad 
                                                                   
                                                                                                               
        
                                                                                                            
                                          
                                 Punto de inflexión 
5. Tabla resumen  de regiones de crecimiento y decrecimiento: 
        
        
                                                                                                            
                                                                                                                            ´ 
                            
                               Punto  Crítico                     Punto crítico 
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Traza la gráfica de:          
Para trazar la gráfica de la función          
1. Cortes con el eje x: 
     
Punto de corte con el eje x,     
 
Corte con el eje y: 
Hacemos       encontramos el corte de la función con el eje   
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           por lo tanto el punto de corte con el eje   está en        
2. Primera derivada: 
        
         
Determinamos los puntos críticos haciendo la primera derivada igual a cero. 
           
Resolvemos la ecuación para la variable  : 





    
 
Por lo tanto        es el punto crítico de la función. 
3. Segunda derivada: 
        
        
         
         
Determinamos los puntos de inflexión haciendo la segunda derivada igual a cero. 
            
Como     la función no tiene punto de inflexión. 
4. Tabla resumen de regiones de concavidad: 
                                                        
5. Tabla resumen  de regiones de crecimiento y decrecimiento: 
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                                                                                    ´                             
                        
                                           Punto   mínimo 




Traza la gráfica de:    
   
   
 
Para trazar la gráfica de la función     
   
   
  
1. Cortes con el eje x: 
Hacemos     
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El   punto de corte con el eje x es          
 
Corte con el eje y: 
Hacemos        
   
   
   
                
   
   
   
                
   
  
  
                
 




2. Primera derivada: 
   
   
   
 
    
                 
      
 
       
      
  
 
      
 
 
Determinamos los puntos críticos en esta función racional verificamos donde la 
función no existe. 
    
 
      
 
Punto crítico      porque        no existe. 
 
3. Segunda derivada: 
          
   
   
 
70 Grado 11° Libros - taller 
 
 
     
 
      
 
     
                   
      
 
   
       
      
 
 
Determinamos los puntos de inflexión haciendo la segunda derivada igual a cero. 
   
       
      
   
 
En este caso el punto de inflexión  esta en       porque          
4. Tabla resumen de regiones de concavidad 
                                                                    
                                                                                                            
                                                                                                                 
                                           
                                   Punto de inflexión 
5. Tabla resumen  de regiones de crecimiento y decrecimiento: 
Como      es un punto de inflexión, la gráfica no tiene  ni máximos ni mínimos.  
6. Asíntotas de la función: 
Asíntota vertical: son los valores  de   en los cuales        
   
   
   
 
    
    
 
 Por lo tanto la asíntota vertical es la recta       
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    que corresponden a los coeficientes de la variable de mayor grado en 
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5.7 Actividad # 5: 
1. Traza la gráfica de la función              
 
Grado 11° Libros - taller 73 
 
 
2. Traza la gráfica de la función       
 
   
 
 







6. Capítulo 6 
Aplicaciones de la derivada 
¿Qué aceleración requiere un auto de fórmula uno  para alcanzar una velocidad 
de 300km/h en 5 segundo? 
 
Figura 5: Carrera de fórmula uno. 
En los temas anteriores estuvimos viendo cómo se utiliza la derivada para 
calcular pendientes en este tema trabajaremos la derivada como aplicación para 
determinar la razón o ritmo de cambio de una magnitud con respecto a otra. 
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Entre las aplicaciones que utiliza la derivada como razón de cambio se tiene: el 
crecimiento poblacional, el ritmo de producción, como fluye el agua, la velocidad 
de un móvil y la aceleración. 
Se tiene un automóvil que se desplaza de un punto a otro, se desea conocer la 
velocidad instantánea para ellos debemos determinar el límite de  
  
  
  cuando    




por lo tanto la velocidad instantánea de un móvil que se desplaza de forma 
horizontal es: 
      
    








6.1 Derivada como razón de cambio: 
 
Ejemplo 1:  
Se deja caer desde 50m de altura una pelota, en  un instante    está dada por la 
función           con   medida en segundos. Determina la velocidad de 
caída de la pelota en los siguientes instantes de tiempo. 




41 47 49.91 49.9991 49.999991 49.99999991 50 
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Determinemos la velocidad en                  con que cae la pelota. 
Se tienen que la función de posición esta dada por: 
            
Utilizando la definición de la derivada por medio de límite se tiene que la drivada 
es la velocidad de la pelota es: 
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De donde se tiene que la velocidad en: 
                    
 
 




Como estamos hablando de la velocidad se entiende por nuestro curso de física 
que no hay dificultad en que sea negativa ya que nos está diciendo en qué 
dirección se está moviendo la pelota. 
6.2 Problemas de máximos y mínimos: 
 
Entre las aplicaciones de la derivada determinar los puntos óptimos en problemas 
prácticos se pueden seguir los siguientes pasos para resolver los planteamientos: 
1. Escribir una ecuación que represente la cantidad que se desea maximizar 
o minimizar y hacer una gráfica adecuada de la situación. 
2. Si la ecuación contiene más de una variable se debe encontrar otra 
ecuación que relaciones las variables, para expresar la ecuación en 
función de una única variable. 
3. Se iguala la primera derivada a cero, para hallar los puntos en los que la 
primera derivada no existe, o se verifican los extremos. 
4. Verificar la solución para determinar si se trata de un máximo o mínimo. 
 




Hallar las dimensiones del triángulo isósceles de mayor área, que puede 




Se pide maximizar el área del triángulo   
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Para el triángulo: 
 
  
 √            
   √            
   √                     
   √       
       
Luego   




  √              
 
  
                     
           
 
             (
 
 
          
 
  )         
    
 √                   
√      
 
                     
       
      
    
 
 




                                                                         
                                                                                                                     
                                                                             
 
Como con     se obtiene el área máxima 
   √       
   √         
   √       
   √    
                                                   √      
                                                      √  
             
    
 
       
       
     
Por lo tanto las dimensiones del triángulo de área máxima son: 
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    √    
El área máxima es:   




  √    
 
          
 
Ejemplo 3: 
Una fábrica produce x artículos a un costo que está dado por la función      
                   . La ecuación de la demanda de la fábrica está 
determinada por la ecuación           . Encuentre el número de unidades 
que se deben vender para maximizar las ganancias de la empresa. 
Paso 1:  
Se desea maximizar las ganancias; luego la ecuación es: 
                       
                            
Paso 2: 
Expresamos la ecuación en términos de una sola variable: 
                                   
                                   
                        
Paso 3: 
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Derivamos:                 
Igualamos a cero:  
                
  
    
     
    
Paso 5:  
                                                                          
                                                                                                                  
                                                         
 El valor obtenido es un máximo. 
Ejemplo 4: 
¿Cuál es el largo y el ancho que originan el área máxima de un rectángulo cuyo 
perímetro es     ? 
Paso 1: 
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Se remplaza la ecuación 2 en la ecuación 1 
          
         
Primera derivada: 
            
Igualando la primera derivada a cero: 
        
      
     
Valor para el largo 
        
        









                                                                                                         
                                                                                    ´ 
             
 
Para qué el área sea máxima la figura debe ser un cuadrado de lado       
Ejemplo 5: 
Velocidad por derivación: 
Un clavadista olímpico  se lanza de un trampolín situado a 9 metros de altura. Su 
posición está dada por la función: 
                
Donde   esta dada en metros y   en segundos. 
Figura: 
a. ¿Cuándo toca el agua el clavadista? 
b. ¿con que velocidad llega al agua? 
Solución: 
a. Para saber en qué  instante ingresa el clavadista a agua, hacemos    , y 
encontramos el tiempo, en el que toca el agua. 
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Tomamos     porque      no tiene sentido por tratarse de un tiempo. 
b. Para determinar la velocidad con que el deportista llega al agua en un 
tiempo t, debemos derivar: 
                  
              
Por lo tanto la velocidad en t=1s 
              
                
              
 
6.3 Actividad # 6: 
Construyendo la caja de volumen máximo. 
 




Construir la caja de volumen máximo con medio pliego de cartulina. 
Relacionar la parte geométrica y algebraica en la construcción de la caja de 
volumen máximo. 
Materiales: 
 Dos Medios pliegos de cartulina 
 Tijeras 
 Pegante 
 Regla  
 Metro 
 Cinta 
Paso 1: tomar las medidas del largo y el ancho de tu cartulina 
 
Paso 2: determinar la expresión algebraica que determina el volumen de la caja si 
en cada uno de sus extremos recortamos un cuadrado de lado x. 
 





Paso 3: con la expresión algebraica  que determina  el volumen de la caja en el 
paso 2, realiza una tabla de valores para diferentes valores de x 
                                                  
x                   
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Grafica del plano cartesiano la función: 
 
Paso 3: observa la gráfica anterior y responde: 
¿Cuál es el valor mínimo que toma la variable   en este caso el 
volumen?_________________ 
¿Cuál es el valor máximo que toma la variable   en este caso el 
volumen?_________________ 
Paso 5: el valor de   que hace que  el volumen sea máximo, es el que nos 
permite formar la caja de volumen máximo. Recorta en la cartulina cuadrados en 
los bordes y arma tu caja. 
Paso 6: 
¿Cuál es el volumen máximo que se puede obtener con tu  pedazo de cartulina? 
Paso 7:  
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Paso 8:  
Toma la ecuación del paso 2, ¿Qué me determina su primera derivada? 
¿Qué me determina la segunda derivada? 
 




















Paso 10: construye una caja con tapa  de  la misma cantidad de material. 








6.4 Razones relacionadas: 
 
Las situaciones de la vida cotidiana cambian con el tiempo y con todas las 
variables que las componen. 
Diariamente Camila una estudiante de grado 11° para ir a su colegio debe 
levantarse a las 4:45 a.m para poder llegar a tiempo al colegio a las 6:00 a.m. 
¿Qué acciones debe realizar Camila diariamente antes de ingresar por la puerta 
de su colegio? ¿Diariamente en este itinerario de Camila nada surge cambios? 
¿Qué sucesos pueden ocurrir para que Camila no llegue a tiempo al colegio? 




Para solucionar problemas de variables relacionadas se pueden seguir los 
siguientes pasos: 
1. Encontrar una ecuación que relacione la variable que está cambiando con 
una variable que ya se conozca. 
2. Derivar la ecuación de forma implícita. 
3. Remplazar las cantidades conocidas. 
 
Ejemplo 1: 
Camila sale de paseo con su familia al parque de  Piedras blancas, se sienta a la 
orilla de un lago y lanza varias piedras. Camila nota que una de las piedras que 
lanzó produce una onda  de radio   que crece constantemente a un ritmo de 
       cuando su radio es de      , ¿A qué ritmo está creciendo el área total 
de la zona perturbada? 
Solución: 
Lo que está variando en la onda que produce Camila al perturbar el lago con la 
piedra es el área, que esta  a su vez depende del radio: 
Por lo tanto la expresión que relaciona la situación es: 
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Los datos que tenemos del enunciado son: 
  
  
                                
Nos piden determinar:  
  
  
                               
 
      
  
  














           
    
 
 
El área total de la onda está creciendo a un ritmo de        





Andrés y Santiago viajan en moto, Andrés viaja hacia el oeste a        y 
Santiago hacia el norte a        ambos se dirigen a un punto de encuentro. 
¿Con qué rapidez se aproximan cuando Andrés está a        y Santiago a 
       del punto de encuentro? 
 




 Figura 6: https://maps.google.com.mx/ 
Solución: 
Del enunciado tenemos: 
  
  













      
Por teorema de Pitágoras: 
         
Derivamos con respecto al tiempo: 






   
  
  





































                          
Para determinar    
                   






   
                          
  
  









6.5 Actividad # 7: 
 
1. Mateo y su hermano menor están jugando con un globo. El globo se les 
explota, entonces su hermano menor le solicita que le infle un nuevo globo. Si 
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Mateo le introduce al globo 6 centímetros cúbicos de aire por minuto. ¿Cuál es la 
razón de cambio del radio del globo cuando este es de 10cm? 
  
 
2. Para realizar este ejercicio debes conocer tu estatura. 
Si tu caminas a         alejándote de una lámpara de un bulevar en la calle que 
está a 3m sobre el suelo. Si ya has avanzado 300cm de la base de la lámpara. 
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a. ¿A qué velocidad se mueve el extremo de tu sombra? 
b. ¿A qué ritmo está cambiando la longitud de tu sombra? 
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3. Una escalera de 5m de longitud está apoyada en la pared de una casa. La 
escalera quedo mal puesta y se está separando de la pared a razón de 0,2m/s. 
 ¿A qué velocidad está bajando su extremo superior cuando la base está a: 1m 
de la pared, 2m de la pared y 3m de la pared? 
 






1. ¿Qué interrogantes deseaban resolver Newton y Lebniz, cuando se 


















3. Utiliza la definición de derivada para calcular las siguientes derivadas. 
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a.           
 
b.      
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6. Resuelva: se desea construir un depósito de forma cilíndrica de área total 
     . Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el volumen 
sea máximo. 
 
7. Dos postes de 12 y 18 metros de altura distan entre si 30 metros. Se desea 
tender un cable que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos 
de estos. ¿Dónde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del 
cable sea mínima? 
 
 





8. El departamento de planeación para el desarrollo de una ciudad tiene por 
proyecto  construir un campo de juego de forma rectangular que tenga un área de 
7200 metros cuadrados y rodearlo con una valla. ¿Cómo se puede hacer usando 
la menor cantidad de valla? 
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